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ÜBER 

EIN PRINCIP ZUR ERZEUGUNG VON COVARIANTEN 

VON 

D R B. IGEL, 

POCENT AN DER K. IC. TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN WIEN. 


VORGEDEOT IN DIOR SITZUNG DER W ATH EMATTNOH-NATU inVTSSENKOII AFTU10HEN CDASSE AM 7. DE OEM HER IR82. 


Tn der nachstehenden Arbeit handelt es sieh um die Aufstellung eines Princips zur Erzeugung von Covarianten 
eines Systems dreier binären Formen von derselben Ordnung aus den Invarianten zweier Formen, von denen 
die eine eine Fundanicntalform des Systems und die andere nach einen bestimmten Gesetze aus dem 
Systeme gebildet ist. 


§ 1. 

Es seien 7 unter n eine gerade Zahl verstanden, drei ganze rationale Functionen 

f x (x) = X n -h a x X n ~ i ~h ... -H a n \ x Hr ß u 
ft (f) ” ^ X n ~~ i kn— i X- 4 — l> n 

/ 3 (x) — X n -+- G t X n ~ X H~ . .. -H C n -i X “H- C f) 

ohne gemeinschaftlichen Theilen gegeben. Wir setzen für die Folge fest, dass die Wurzeln der Gleichungen 

/i = o f % = o ,/ 3 = o 

bezüglich durch folgende Buehstabeu bezeichnet werden: 

a 9 b, c . . • i 
0, b, c . . t 
«> ß> 7 • • • 1 

Stellen wir uns die Aufgabe, diejenigen Werthe von X zu bestimmen, ftlr welche die beiden Gleichungen 

ft ( x ) = 0 

/,(*) +Vn(*) = 0 

zugleich bestehen, so finden wir, indem wir x ans diesen Gleichungen eli mini reu, eine Gleichung in X 



2 .) 
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Über ein Prineip zur Erzeugung von Covarianten. 


wo wir unter diesem Symbole die Resultante der Gleichungen 1.) vorstellcu. Da die Gleichung 2.) offenbar 
vom «teil Grade in X ist, so erhalten wir n Wertlic von X und demgemäss die Gleichungen: 


A + 'hA — ^ 
4 -1- AA = 0 



ft •+” AA — > 


von denen jede eine gemeinschaftliche Wurzel mit /, = 0 hat. Da ferner die Wurzeln der Gleichung 2.) resp. 
den folgenden Verhältnissen gleich sind: 


*i = —/*(«) : AO) 
\ = -AQ)--AQ>) 



K = -f t (0 -A (*) 


so kann die Gleichung 2) als diejenige Gleichung aufgefasst werden, deren Wurzeln rationale Functionen dei 
Wurzeln der Gleichung/, =0 sind. Setzt man in den Gleichungen 3) die X-Werthe ans 4) ein, so dass sie 
die Form erhalten: 


/*(*)/* («)—AO)AO) = 0 
AU)A (b)-AÜ)A(A = o 



A ( X )A 0)—A (*) ft 0) = o 


so hat jede dieser Gleichungen nebst der mit/, =0 gemeinschaftlichen Wurzel noch n — 1 Wurzeln, von 
denen eine jede eine Function jener Wurzel ist. Es entsprechen demnach jeder Wurzel von/, = 0 n — 1 
Wertlic, die mit ihr durch eine Gleichung verknüpft sind. Dass sich jene Wurzel rational durch jede der mit 
ihr durch eine Gleichung verknüpften Wurzeln ausdriieken lassen müsse, ist klar, und ich will nun zeigen, 
wie dieses geschieht. Es ist offenbar, dass die Resultante 


HA A + Va) 


in das Produet: 


(A *i ft) (A 4 A) ■ • ■ Ui ■+■ 4 h) 


übergebt, wenn man in ihr X=y 2 : A setzt. Und da jeder der Faetoren einen linearen Factor von J\ (x) ent¬ 
hält, so muss, 


HA A^A) 


die Form haben: 


ß (A A-t-4/a )—A (A'HA- 


Es handelt sieh jetzt darum, die Form ip zu eruiren. Zn diesem Zwecke führe ich folgende Bezeich¬ 
nungen ein: 


/, (/) = c/q —i— o, x —f- n 2 —t—.. • -t- ct n x n — A x 
AU) = b 0 -hb t x-+- b i x 2 -h..--hb n x H = B* 

A U) == c o G r~i~ P -+-... -+- C n x 1 = C j: 
A U) = «o ■+■ a i y ■+■ a i y* -+-•••-+- a n y n — 
ft 0) = 4+4 y -t- 6, y* -+-••• ■+■ Ky“ — ß,J 
j 3 U) = c o ■+■ g y •+- c z y 2 ■+■ • • • ■+■ c nV" — ßv i 


so dass die Gleichungen 3.) folgende Form haben: 


B x <y _ B* C x 

ßa Qa — ßö Qb 


B‘ C‘ | 
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B. Igel. 


Wie man leicht einsieht, hat die Form: 

i & C - 

* ! jB“ 0“ 

oder auch, wie eine leichte Umformung zeigt, 

i _ IB—B° 

B x 

a—x 


If 0* , 

ß x C x 

ß b G b | ' ' ' 

ß‘ 0 


(x—a)(x — b) . . . (x — t) 


\C X 


C a —C x 
a—x 


ßx 

i C x 


Setzt man nun 


X- 


B b —B x 
b—x 

Ü’—Ü* 
b —x 

ßy—B 


B x 

C x 


B°—B x 
i—x 

C°— C x 
i—x 


ßx 

G• 


ü.) 


y—x 

0—0 
y—x 

so sieht man, dass f aus X entstellt, indem man in X für y sueeessive alle Wurzeln von /, = 0 setzt und 
die Resultate mit einander multiplicirt, d. h. dass p die Resultante von/, und X ist. Nun ist, wenn man X 
entwickelt, 

X = (ß m CJ -+- (ß 01 cjy-i- (ß 02 ojy^ ... -+-(£«»-. G nm ))f- 1 , 

f- bkX*- 1 * 

-h C k x £ ~ k 


wo 


ßi/e = bi~h bj-i-l x-\~ 

0ik = Ci-h Ci4-i X -h 


und 

folglich ist 


( ß%k ^wm) - ß%k (srnn ßnm ^ik ) 




a 0 a t 




a 0 a t 


(A>o (Au ^*») • * • (Ah - 1 


70 


(A)o A») • * ' (Ah - 1 ^ ?m ) 

nun die Werl he von x, die zusammen mit den Wurzeln von f t — 0 die Werthepaarc liefern, für 
welche 0 wird, und wir erhalten die Wurzeln von/i = 0 als rationale Functionen der Wurzeln der Glei¬ 
chungen 3) ausgedriiekt. Diesen Abschnitt habe ich fast wörtlich meiner Arbeit 1 „Über eine Classc von Ab er¬ 
sehen Gleichungen“ entnommen. 


§• 2. 

Die Form f ist eine Covariaute der drei fundamentalen binären Formen, was man auf zweierlei Weise 
einseheu kann. 

Erstens vermöge ihrer Eigenschaft, ein Factor in der Form 

(/l 5 /*-+-Vs) 

zu sein. Da sich nämlich diese, wie wir wissen, folgendermassen schreiben lässt 

^ (/i > A + Vä) = (A + (/*■*-^*/s) • • • 

= Aff ~t- B/,— 1 /, + ... + JW 


i Siehe Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften, Bd. XLV. 
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Über ein Princip zur Erzeiujwxj von öovarianten. 


und also vermöge ihrer Zusammensetzung aus den fundamentalen Formen eine Covariante ist, so muss sie es 
auch bleiben, wenn man von ihr den invarianten Factor/, ablöst. Nach Ausscheidung dieses Factors geht 
aber II (/,, / 2 -+-X/ 3 ) in die Fenn $ über, folglieh muss dieselbe eine Covariante des Systems sein. 

Zweitens vermöge ihrer Eigenschaft, eine Resultante der Invarianten Formen X und /, zu sein, indem 
X offenbar ebenfalls eine Covariante des Systems mit zwei Reihen von Veränderlichen ist. Diese Doppeleigen¬ 
schaft der Form einerseits eine Covariante des Systems und anderseits eine Resultante zweier Formen zu 
sein, führt nun auf ein bemerkenswerthes Princip zur Erzeugung von Covarianten eines Systems dreier For¬ 
men von derselben Ordnung. Es ist nämlich durch Clebsch bekannt, dass jede Resultante zweier Formen 
sieh auf niedere Invarianten zurüekführen lassen muss; die Form muss sieh daher auf solche niedere Formen 
zurückführen lassen, welche in Bezug auf die Formen A und j , Invarianten und in Bezug auf das System 
Covarianten sind. Wenn man im Stande ist, die Resultante zweier Formen, von denen die eine von der »ten 
und die zweite von der (n— l)ten Ordnung ist, in ein Aggregat von niederen Invarianten zu zerlegen, so kann 
man Covarianten eines Systems von drei Formen wter Ordnung nach folgender Regel hersteilen: Man bilde 
die simultanen Covarianten mit zwei Reihen von Veränderliehen 


A y — A* 
y—x 

JP — B* 
y—x 




0—0 

y—x 



y—x 


ferner die Resultanten 


R (X,/,), R (X 2 / 2 ), R (X 3 / 3 ) 


und zerlege dieselben in niedere Invarianten, dann sind diese Covarianten des Systems. Ls ist aber bis jetzt, 
so viel mir bekannt ist, die Znrückfiilmiiig der Resultanten auf niedere Formen nur in sehr wenigen ballen 
gelungen mul deshalb muss ich für jetzt die Untersuchung auf ein System dreier binären eubiselien bormen 
beschränken. Fiir dieses werde ich mittelst des entwickelten Prineips eine Leihe von Covaiianten geben. 


Es sollen vorerst einige Beispiele die Richtigkeit der eben entwickelten Prineips bestätigen. Es seien 
drei quadratische Formen, von der Homogenität absehend. 


f = a 0 x 2 -ha l x-ha 2 
(f = b 0 x 2 -+-b i x-hb 2 
ip = Cq X 2 —H Cj X —H Cg* 


Die Form X 3 hat hier folgende Gestalt 




= {( a iK-%\) x ~+-Ü'i b o-- a a h ü\ <(«2 K~~ a ob 2 )x ^(« 2 />, —ffl, b 2 )} 

oder, wenn mau zur Abkürzung die Indiees statt den Buchstaben einführt, 

X 3 = }(10)x-i-(20)} y-+- {(20)x-f-(21)|. 

Die Resultante der Formen X 3 und f ist bekanntlich 


It (X 3 >p) — c 0 {(20)a;-t-(21)}*—c, {(10)a?—•— (20)} {(20)x + (21)} 

= c 0 {(20) 2 x 2 -+- 2(20) (21 )x-h(21) 2 } 

— c,{(10) (20)x 2 -i-(10) (21)x-+-(20) 2 x-t-(20j (21)} 
-+- c 2 }(10) 2 x 2 -f- 2 (10) (20)x-+-(20) 2 }. 


Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. XLVI. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. 


UU 
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ß. Igel. 


Wir erhalten also eine qnadratisehc Covariante der drei Formen. Nun wissen wir aber, dass drei binäre 


quadratische Formen keine Covariante zweiter Ordnung ausser den Functionaldeterininanten besitzen, wir 
müssen daher, wenn das obige Princip richtig ist, scbliessen, dass die eben hingcseltriebeue Covariante sieh 
auf schon bekannte Formen“, nämlich auf die ursprünglichen Formen und ihre Funetionaldcterminanten, 
zurttckführen lassen muss. In der That ist dies der Fall. Bezeichnen wir, wie üblich, mit i? 123 und J 
folgende Formen 


R 


123 


b o h i h 


= 02)-t-c,(01) 


2a 0 x-i-a 1 , «j x-+- 2 a z 
2 b^x-h- b ^, b x x — t— 2 b 3 
= 2(01)x 2 -h4(02)x-h2(12), 


so ist, wenn wir die Zahl 2 vernachlässigen, 

B m J= 1 c 0 (12)—c t (02) —i— c 2 (01)} {(01)x 2 -+-2(02)x-i-(12)} 
= c 0 {(12) (01)£p 2 —i— 2(12) (02)x + (12) 2 } 

— c t K 02 ) (01) x 2 -i- 2 (02) 2 x -i- (02) (12)} 

-i- c 2 {(01) 2 x 2 -i-2(01) (02)*-t-(01) (12)}. 


Wir können die oben erhaltene quadratische Covariante dureli Umformung auf diese Form bringen, wobei 
noch ein Ausdruek hinzutritt, der wieder eine schon bekannte Covariante ist. Der Ausdruck für R (A),tf) lässt 
sieh nämlich folgendermasscn schreiben 

R(X^) = c 0 \(12) (01)x 2 + 2(12) (02)x-t-(12) 2 } -hc 0 (20) 2 x— c„(01) (12)x 2 
— c,{(02) (01)x 2 -i-2(02) 2 x-+-(02) (12)} -t-c, (02) 2 x—c, (10) (21)x 
-+- c 2 |(10) 2 x z -h 2 (10) (20)x-+- (01) (12)} -+-c 2 (02) z —f 2 (01) (12) 

= ./• A 123 +c 0 {(20) 2 -(01) (12)}x 2 -+-c t {(20) z (10) (21)}x 

~*- c 2 {(20) 2 (01) (12)}. 

Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist bekanntlich die Resultante von/und <p, wir erhalten daher 
die Formel 

R(X 3 V) = jIl n3 . J-hR(J, y) • h- 


§. 4. 

Es seien f v / 2 und f 3 drei binäre eubisehe Formen 

f x = « 0 x 3 -+-«, x 2 -h « 2 x+a 3 
— b^ x 3 b x x 2 h— b 3 x — b 3 
fz = c o x ' 3 ^ C 1 x2_l_ C 2 x-+- c 3 . 

Die Formen A), A' z , X 3 sind entwickelt 

x _ f t ( x )ft (y)—/« (y). /» («0 
^ 1 

— ! ( b i c o — C |) a; 2 H- / 2 C„ C 2 ) * ■+■ (*3 c o — b o c .i)! y l 

■+■ !(^2 c o— fy> c ») a: *' + ‘[(&3 c o ^o c s) _l_ (^2 t ’i ^i c 2 )]x-+- (^ 3 c i b l c 3 )\y 

■+■ { (p 3 c 0 b 0 c 3 )x 2 -i- (b 3 c, b { c 3 )x-+- (b 3 c 2 b 3 c 3 )} 

= |(10) 23 x 2 -+-(20) 23 x h-(30) 23 } if Hh {(20) 23 x 2 h-[(30) 23 h-(21) 23 }x hh (31) m } ,j 
■+■ {(30) 23 x z -+- (31) 23 x -i- (32) 23 }, 
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wo die an den runden Klammern an gefügten Indiees andeuten, dass die Determinanten aus den Coeffioieuten 
f 3 f 3 gebildet sind, 

x _ fj (üA(y)—fi (y)f 3 ( x ) 

2 x—y 

= {(«, c 0 — a 0 c,) x 2 h- (a 2 c 0 —a 0 c 2 ) x -+- (o 3 c # « 0 c 3 )} y 2 

-+- {(a 2 c 0 —« 0 c 2 ) x 2 -+- [(a 3 c 0 — a 0 c 3 ) -+- (« 2 c, a, c 2 ) ] x -+- ( a 3 c, «, c 3 ) } y 

-+- { («,c 0 —a 0 cj x 2 -+- (« 3 C[ —«, c 3 ) x h-(« 3 c 2 « 2 c 3 ) } 

= {(10) 13 x 2 -+-(20) i3 * -+-(30)„ })/-+-{ (20), 3 x 2 h- [(30), 3 -+- (21) 13 ]x H-(31),,} y 
-h{(30) 13 x 2 + (31) 13 x + (32) 13 }. 

3 x—y 

= {(o t i 0 —^i) , 7 ' 2 a#i 2 )x-f- (a 3 b n u 3 b ^)} y 

-+- {(a 2 />„—« 0 & 2 ) .r 2 -t-[(ff 3 — a o &a) ~+~ (°K — ff, i 2 )]x-+- (a 3 6, a t b 3 )}y 

- 4 - {(« 3 6 0 —«o& 3 )x 2 -+- (a 3 Z/j—a, b 3 )x-*-(a 3 b 3 a 2 Z> 3 )} 

= {( 10 ) 12 x 2 4 - (20)„ x-f-(30),y 2 -+- {(20) tt x 2 + [(30) 12 -+- (21),* ]x -+- (31) 12 } y 
-+- { (30) 12 x 2 -4- (31) l2 x 4- (32) 12 }. 

Bildet man die Resultante von X, und f 3 , so lässt sich dieselbe bekanntlich auf folgende Form bringen 

R(X 3 f 3 ) = -2DA (t -bA i! 

wo 1) die Diseriminante von X 3 ist, A 0 und A i die simultanen Invarianten von X 3 und /, sind. Die Diserimi- 
nante D ist in geschlossener Form 

jrj _ 2(yt #0 l' l3 ) (A oi l> 33 ) 

(yl«i ^ 23 ) ^ (A (,2 P 33 ) 

wenn man 

Ko B is) = Ä io■+■ ft oi * Ä 02 ** 

(^f01 B, a) — a io + Ä n x-h a 12 x 2 
(^f 02 Z? 33 ) — a 20 + a 21 X+ «22^ 

setzt und a ik die zweigliedrigen Determinanten bedeuten lässt. Entwickeln wir die Determinante D, so 
haben wir 

D = 4 * (1U) x 2 4 - (20) x - 1 - (30) } {(30) x 2 h- (31) x -f- (32)} 

— {(20) x 2 - 4 - [(30) -4-(21)]x-4- (31)} 2 
=4 {(10) (30)— (20)} x 4 -t- {4(10) (31)-+-2(30) (20) —2(20) 21)}x 3 
- 4 - {4(10) (32)- 4 -3 (30) 2 -t-2(20) (31) —(21) 2 —2(30) (21)}x 2 
- 4 -{4(20) (32)-4-2(31) (30) —2(21) (31)}x-H{(30) (32) —(31) 2 }. 

Nach dem oben entwickelten Principe hätten wir also eine simultane biquadratische Covariantc flir das 
System zweier cubischcn Formen, was bekanntlich nieht der Fall ist, da zwei cubische Formen nur eine 
biquadratische Covariante, nämlich ihre Functionaldeterminante, besitzen. Wir müssen daraus schliessen, 
dass D sich durch schon bekannte Formen ausdrUcken lässt, dies ist aber in der That der Fall, wie man sich 
durch eine kleine Rechnung leieht überzeugt. Es ist nämlich 


3 J = (01) x 4 4- 2 (02)x 3 y -+- [3(03)-t-(12)]x 2 y 


uu * 
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wo J die Finictiomihlctoniiinante der Formen f { und / 2 ist, und die zweiten Ableitungen derselben sind 

; 6(01)x 2 + 6(02)xt/ + [3(03) -+-(12)]«/ 2 

: 3 (02) x 2 + 2[3 (03) -+- (12 )]xy + 3 (13) >/ 

= [3 (03) + (12)]x 2 + 6(13) xy + 6 (23) y\ 

Rilden wir nun die Hesse'sehe Determinante von J und bezeichnen dieselbe mit i/(J), so ist 


3 8V 

2 8x 2 " 

3 8 % J 

2 8a; 8 y 

3 8 2 J 
2 8 / 


4 _ !6(01)x 2 + 6(02)x*/ + [3(03) + (l2).P/ 2 , 3 (02) x 2 + 2 [3(03) + (12)]x«/ + 3(13)y 2 

9 * v') 


j 3 (02) x* -+- 2 [3 (03) - 4 - (12)] xy + 3 (13) y l , [3 (03) -+- (12)] x 2 + 6 (13) xy + 6 (23) y 2 


6(01)3(02) 

3(02) 3 (03)-+-(12) 
6(01)3(13) 

1 3(02)6(23; 

6(02) 3(13) 

2 [3 (03)+ (12) 6(23) 


+ 


6(01) 2 [3 (03) + (12)] 
3(02)6(13) 

6(02) 2 [3 (03)+ (12)] 

2 [3 (03) +(12)] 6(13) 

[3 (03)+ (12)] 2[3(03) + (12)] 
3(13) 6(13) 


6(02) 3(02) 

2[3(03) +(12)] [3(03) +(12)] 
[3(03) + (12)J 3(02) 

3(13) [3 (03) + (12)] 


x 3 y 


x 2 y 2 


xy' 


[3 (03)+ (12)] 3 (13)1 
3 (13) 6 (23) | 


= 9 [2(02) (03)+ |(01) (12)—(02) 2 ]x 4 +9[4(01) (13)-2(02) (03)—1(02) (12)]x 3 ?/ 

+ 9 [4 (01) (23)+ 2(02) (13)-3(03) z -2(03) (12)—1(12 ) 2 ]x 2 */ 2 
+ 9[4(02) (23) —1(12) (13) —2(03) (13)]xi/ 3 + 9 [2(03) (23)+ 2 (12) (23)—(13)*]y*. 

4 

Setzt man y = 1, dividirt durch 9 und addirt zu ^ ^ //(./) das Product 2 PJ, wo P die einfachste simul¬ 
tane Invariante zweier cubisclien Formen ist 

P=(03)-i(12), 

so findet man den obigen Ausdruck für D, so dass wir haben: 

D = >//(/) + 2 P.J. 

Es stimmt also mit dem oben entwickelten Principe, nach welchem D eine Covariantc sein muss. 


§. 4 . 

Die Invarianten A {> und A t 7 welche nebst D in der Resultante von zwei Formen zweiter und dritter 
Ordnung Vorkommen, liefern nach dem obigen Principe Covarianten des Systems dreier cubischcn Formen. 
Was zunächst A 0 betrifft, so ist bekanntlich, wenn f t und <p zwei Formen resp. von der dritten und zweiten 
Ordnung sind, 

f x — cCqxA —h* 3 a x x z y -h3a % xy 2 -h a 3 y* = di = VI 
¥ = %x*-h2a l x y-b u. % y % = a\ = ßl 
A 0 = (ab) 2 (aa) (ba) 

= a 0 (a ± a 3 — at) — •cc i (a 0 a 3 ~~a t a 2 ) h- (a 0 a % —n?). 

Und wenn wir die Formen ohne Binomialeoeffieientcn schreiben, wie wir es fast überall in dieser Unter¬ 
suchung thun, so ist / 


9 A 0 — %Q ia i I«! (9rt 0 ö 3 — a 2 ) + « 2 (3os 0 « 2 — cfi). 



















Über ein Prindp zur Erzeugung von Covarianten. 

Setzt Inan an Stelle der a. x’esp. die CoSfficienten der Formen 

. f% «»/a (y) —ft 0)/ 3 («) 




x 2 = 


x 3 = 


y—x 

A( x )ft(y)— /i(y)/«0) 

y—x 

A POA (y) —fi (y)/ t (*) 

y—x 


35? 


so erhält man simultane Covarianten der drei eubisehen Formen, für die wir, da sie die zweiten Überschie¬ 
bungen der Xt über die Hesse’sehe Determinante von/, sind, die Bezeichnungen (X,//,)*, (X 2 i/,) 2 , (X 3 f/,) 2 
wählen. Entwickelt sind sie 


(X, //, ) 2 = {(3 o, « 3 — « 2 ) (c, V— c 0 6,) —| (9 a 0 a,, — o, a 2 ) (c 2 i 0 — r„ i 2 ) -+- 

•+• (3 «o «2 — «,) (c 3 & 0 " c o h )! •»* 

-+- { (3 ff, ö 3 — (c 2 & 0 — C« ifc) — 1(9 (I 0 a 3 — a, 02) [(c 3 fc 0 — c 0 b. t ) -H 

-+- (c 2 — c, i 2 )] -h (3 ö # « 2 —a 2 ) (c 3 6, — />.,) j x 

H- {(3 «, ffg — a 2 ) (c 3 6 0 — C 0 63)—I ( 9 « 0 a 3 —ö, a t ) (c 3 6, — c, /, ) -+- 

-+-( 3 «o «2 — «,) (Cg& 2 —c 2 i 3 )I 

(A 2 //,) 2 = {( 3 «i ü '3 0 / (CjUq Cq 0 j) 2 ( 9 u 3 r/ 2 ) (/> n if f 0 '/t 

+ ( 3 « 0 ö 2 — et]) (c 3 «„ c 0 a 3 ) 1 ^ 

-+-{(3rt,« 3 er j) (c 2 n # c 0 « 2 j |( 9 a 0 « 3 <r,u 2 )[(c 3 rr 0 c # o . t )•+- 

-h(c 2 «, —c, a,)] h-( 3<r 0 « 2 —a\) (c,a, —« 3 )|* 

-+- {( 3 O, «3 — « 2 ) («*&„ — c o « 3 ) — i( 9 a o a 3 — ( h a i) ( c 3«1 — C 1 «s) + 

■+■ (3 % ®2 ®l) ( C 3 fl 2 C 2 ® 3 ) I 

(X 3 //,)* = { (3 ff, «3 — «~) («, &o — «0 Ü) — i ( 9 «0 «3 — «I «*) («2 & 0 — «0 K) ■+■ 

+ ( 3 « 0 ff 2 -fl|) (a/> 0 —a«^)!x 2 

-4- 1 ( 3 «■,«3 ff/ (ci t b 0 u<,Üä) i( 9 ®o ®3 '°h ö 2)[(® 3 ü) «0^3)-+- 

-+- (« 2 b x — «, Z> 2 )] -t- (3 « 0 rt 2 — n]) (« 3 Ü — «1 b 3 )} x 

-+- { (3 «i CI 3 — «D («3 & 3 — «o 63) — i( 9 «o »3 — «, a 2 ) («3 b x — «, ÜÜ -+- 
+ ( 3 a 0 a 2 -tf;) {a 3 b 3 — a 3 b 3 )\. 


i'bersehiebt man die Hesse’sehe Covariante der Form / 2 über die Formen X,, X 2 und X 3 , so erhält 
man folgende drei Covarianten: 

(Jlj -Wjj ) 2 == {(3 ^1 ^3 ^ 2 ) ( C 1 ^0 ^ 2 C® ^0 ^3 " ^1 ^ 2 ) ( C 2 ^0 C U ^2^ 

~^(3 b Q b % —b\) {c z b Q —c Q b^)\x l 

{(^ b t b z b%) (c 2 b 0 c 0 |(9 b 0 b% b t b 2 )[(c 3 b 0 c 0 Z> 3 ) -H 

( c 2 ^1 — c \ ^2)] "+* (ß ^0 ^2 ^1) ( c 3 c \ ^3) 1 

-ü- {(3i t b :i bl) (c 3 b 0 c 0 b 3 ) |(9 b 0 b 3 b x b 2 ) (c 3 b t c t b 3 ) -+~ 

~4~(3 b 0 b % — b\) ( c 3 b 2 <' 2 b 3 )} 



I 

i» 
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B. hjel. 

— {(ßl> i b 3 b~) (c, « 0 c # «,) 2 (9 b 0 b 3 b, l ) (c 2 a 0 c 0 a 2 ) -f- 

-l-(3& 0 £< 2 —i> 2 ) (c 3 a 0 — c 0 a 3 )}x z 

*+" { (3 Äj fyj) ( c 2 «o c o ®*) K 9 ^0 ^3 ^1 ^2 *[( C 3 «0 c o ®a) 

■+■ ( c 2 ®1- C 1 ®*)] "+■ (3 ^0 ^2 ^t) ( C 3 C 1 *3^ I * 

+ { (3 K b .\' ^*) ( c 3 «*0 C 0 tt s) K 9 *0 ^3 ^1 ^2) ( c 3 a i C 1 *3) 

(3 by b 2 b~ y ) (c 3 d 2 Cg Clyy )I 

(X 3 //jj)* ={(3M 3 -&*) («I J 0-®(A)-K 9& <A-&A) (®2^0-«„ ^ 2 ) + 

*+* (3 b 0 b t b~) (a 3 b 0 a 0 i» 3 )} x 2 

-+- {(3 b, b., b'[) (a 2 b {) —Z> 2 ) —|-(9 Z> 0 Z> 3 —öj 6 8 )[(ö 3 />„ <i„ b 3 ) -h 

—I“ ((l, 3 by (ly b 2 )\ —\- (3 b 3 b 3 bf) (ci 3 b\ d\ b 3 ) j X 

-*-{(3 byb 3 b)) (d., b 0 o () b 3 ) 2 (9 b () b 3 by l) 3 ) (d 3 h , öf,6 3 )-f- 

+ (3 byy b t bf) (a 3 \ a t b 3 ) j. 


Ebenso liefern die Überschiebungen der Hesse’sehen Covariante von f 3 über die Formen X,, X 2 und X, 
folgende Covarianten: 

(Aj I Ü) 2 = K3 Cy C 3 Cjj,) (ßy byy Cyy by ) |(9 Cyy Cg Cy Cyy) (Cyy byy ''0^2' _ ~ 

-h(3c 0 c 2 —cf) B'sbyy — C 0 b 3 )}x* 

■+“ {(3 Cy Cyy C 2 ) (r 2 byy Cyy byy,) |{ 9 Cyy Cyy Cy ftj)| (Cj byy Cyy b .y) H“ 

-+- («2 &i — r i &*)] -+- (3 c 0 C 2—O t C 3 — C l i •» 

+ K3 Cy Cyy — <£) (fi, 6 # — C # 6j) — ^ ^ ^ ~ ^ ^ ^3 ~ ^ ^ H ~ 

+ (3 5> C 2 '”l ) ( C 3 ^2 C 2 Vi I 

(Ji 2 Ibyy) i = {(3 ß, Cj C 2 ) (c, « 0 Cyy Uy ) 2 (9 Cyy Cyy Cy Cyy) (Cyy C(yy Cyy (ly,) ~\~ 

-+- (3 Cyy Cyy - Cy) (Cyy Clyy Cyy (lyy)} 

+ { (3 Cy Cyy - ß|) (c<, Clyy Cyy (ly,) J-fÖ Cyy Cg Cy Cjj^Cj Clyy Cyy dyy) ~+~ 

-+- (c 2 <h — C 1 « 2 )] ^ (3 Cyy Cyy — C*) (Cj (ly — Cy Clyy) } X 

+ 1 (3 Cy Cyy C^) (Cyy dyy Cyy dyy) 2 (9 Cyy Cyy Cy Cy,) (Cj (ly Cy dyy) ~+~ 

h-(3c 0 c 2 cf) (c 3 a t c 2 « 3 ) } 

(X 3 l ly) 1 = { (3 Cy C 3 Cl) (dy byy dyy 1)y ) ^(9 Cyy Cyy - Cy Cyy) (dyy byy dyy d, ) + 

+ (3 c 0 c 2 — c i) («3^0 — a oh)} xi 

+ {(3 Cy c 3 — cf) (a 2 byy—a 0 b 3 )—KQc 0 c 3 - c t c 3 )[(a 3 b 0 — a 0 b 3 )-h 

+ («2 b i a i ^2)! -+■ ( 3 c 0 c 2 — c 2 ) (« 3 by—dyb 3 )\x 

+ |(3 Cy Cyy cf ) (dyy byy dyy lj .y) ((5 C # Cyy - Cy Cyy) (dyy by dy byy) + 

~+- (3 6‘o Cyy Cj) ( d 3 b 3 ®2^ 3 )|- 

Wir stellen des Folgenden wegen die neun Covarianten in einem Seliema zusammen 

■(Xyllyf, (XyH t )\ (XyHyyf 

(x 2 iiyf, (x 2 // 2 ) 2 , (x i n 3 f 

(Xyyllyf, (Xyy (Xyyllyy f 

§• 5. 

Alle im Seliema des vorigen Paragraphen enthaltenen Covarianten, mit Ausnahme derjenigen, welche 
in der Diagonalreihe von links oben nach reehts unten sieh befinden, sind Covarianten von zwei cubisehen 
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Über ein Princip zur Erzeugung von Covarlaufen . 


Formen und müssen sich ; da zwei kubische Formeu keine solchen Covarianten besitzen ; in schon bekannte 
Formen zerlegen lassen. Dies ist in der Tkat der Fall. Erinnert man sieh nämlich an die Ausdrücke für die 
zweiten Ableitungen der J a c o b i ’sclien Covarianten, 

= 6(0l)^+6(02).ry + {3(03)+(12 )},/ 

32 T 

8 r g = 3 (02)*x+ 2 {3(03)+(12)} xg + 3(13)y 2 

32 7 

={3 (03) +(12)} * 2 + 6 (13) xy + 6 (23 )y* 
d U 


so kann man dieselben vermöge der Relation 

3P — 3(03)—(12) 

woraus 

(12) = 3(03)—3 P 

folgt 7 folgendermassen schreiben: 

g l = 6(01)# 2 + 6(02);ry + 6(03)?/ 2 --3P?/ 2 

^ = 3(02)x J -+- 3 {(03) H- (12 ))xy -+- 3 (13)y 2 + Fxy 

3 2 f 

~ r = 6(03)i , -3J > * , -H6(13)»y-i-6(23)y*. 

Bildet man nun die zweiten Überschiebungen der Jacobi’schcn Covarianten ilber die Hesse’scheu 
Covarianten, so ergeben sich folgende Formeln: 

(V H t ) 1 = (J 2S 74)*- 3/>74, (X, 77 3 ) 2 = (J M // 3 )*-37>77 3 
(X 2 14 ) 2 = (J |3 7/ 1 ) 2 -3C74, (X 2 74) 2 = (/ 13 77 3 ) 2 - 3P77 3 
(X, /i,) 2 := (./ l2 /7 | ) 2 -3Pi7 1 , (X 3 74) 2 = (,7 12 Il t )*-'AP1I V 


Die Determinante von je dreien dieser neun Covarianten bildet eine Invariante 12t,en Grades, so dass wir 
84 solche simultaner Invarianten besitzen, von denen die folgenden drei sieh in niedere Invarianten zerlegen 
lassen. Bezeichnen wir die CoSfficienten von 7/,, 74, H 3 resp. mit 


> -^1 > "^2 
B t , B 3 


so lauten die Determinanten der in den Horizontalreihen stehenden Formen 

G 2 (10) 23 -^|(20) 23 +G 0 (30) 23 , G 2 (20) 23 -iG 1 [(30) 23 +(12) 2:! ]+G 0 (31) 23 ,H 2 (30) 2;i 
^(J0) K -'77,(204.3+74(304,, /4(204 3 -iP 1 l(30) 23 -H(12) 23 K74(31) 23 , B t (30\ 3 
C 2 (10) 23 -i6\(20) 23 +C 0 (30) 23 ,C 2 (20) 23 -iC 1 [(30) 23 

yl 2 (10) t3 —|^ 1 (20) 13 -r- J 4 o (S0) 13 , H 2 (20) 13 —^[(SO),, 
^(10) 1 3-^ l (20) 1 3+(30) 13 ,/4(20) 1 3-|P 1 [(30) 13 
^(10) 13 - L C 1 (20)i 3 - t -C' 0 (30) 13 , C 2 (20) 13 -|C 1 [(30) I3 


*>,= 


74 = 


723? 

-(;(31)* 3J <7 2 (30) 2 


(214 3 ] h “A( 31 \ 3 , A(30) 13 - 
(21)i3l _l_ 77 0 (31) 13 ,77 2 (30) 13 - 
(21) 13 ]+C 0 (31) 13 , C 2 (30) 13 - 


| J,(31) 23 -i-^I 0 (32) 23 
2 77 1 (31) 23 -+-77 0 f 32) 23 
iC,(31) 23 -t-C 0 (32) 23 

I (31)i 3 -t-^l 0 (32') 1 3 
2 * (31) 1 3+7?o(32) 1i 

•4C’ 1 (31) 13 h-C 0 (32) 1 3 




|A(l 0 )l2+i( 20 )l*+( 30 )l22> 

7)' 2 (10)| 2 5'77 1 (20) 12 —i—7> c (30) 12 , 

| + 0) 12 +\(20) 12 +C'o(30) 12 , 


J 2 (20), -IJ 1 [(30) 12 +(21) 12 ]+J 0 (31) 12 , ^,(30) 12 -£ 
A(20) 1J -^ 1 [(30) 12 +(21) 12 ]+B 0 (3i) 12 ,J5 2 (30) 12 -i 
<7,(20),*-; G 1 [(3O) 12 +(21) 12 ]+C 0 (31) 12 , C 2 (30) 12 -( 


(31) 12 -)-Jo(32) 12 

(^Oi2 _t_ 7i u (32 ) 12 

(31), 2 +C’o(32) 12 





iS 
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B. Igel 

Diese Determinanten lassen sieh offenbar folgendermassen zerlegen: 



(a,a 3 —«*), (a 0 a s —«!«**), (® 0 «*—«?) 


(10) 23 -1 (20) 23 , (30) 23 

A = 



(20)*3 —H(3C! 23 -t-(21) 23 , (31) 23 


( C 1 C 3 C i)) ( C 0 C 3 C 1 S) ) ( C 0 C 2 C l) 


(30) 23 2 ( 31)23 , (32) 2S 


| (a i a 3 —a\) , (a 0 a 3 — a, a 2 ), (os # <r 2 — «*) 

|(10)„ -K 2 0) 13 , (30) 13 

A = 


| (20)i3 —H(30) 13 -i-(21) 13 , (31) 1S 


1 

< 0 " 

1 

0 

CO 

1 

CO 

| (30) 1S (31), 3 , (32 ) 13 


(« 2 «3—«D, (« 0 O 3 — n i a i)> ( a 0 a 2 — a V) 


(10) 12 .j (20), 2 , (30) 12 

A = 

(Pih-bl), aa-ma AA-A) 


(20) 12 —|-[(30) 12 -i-(21) 12 , (31) 12 


( C 1 C 3 c 'ä) > ( C 0 ö 3 C 1 C Ji) ) ( C 0 C 2 C l) 


(30), 2 -K31)i. , ( 32 )n , 


wo der erste allen gemeinschaftliche Factor die aus den drei Hess ersehen Covarianten gebildete Determi¬ 
nante ist und die zweiten Faetoren die Resultanten j ß(/ 2 / 3 ), R(f i f z ) und sind. 

Ob sieh nicht einige von den übrigen 81 Invarianten 12 ten Grades in niedere Invarianten zerlegen lassen 
konnte ich bis jetzt nicht ermitteln. 


Setzt man 


so ist die Determinante 


§. 6 . 


x i = ?i (% 2 ■+• f% ( x ) y fzip) 
X i = ( x ) y l •+* {x) y -h ^ 3 (a?) 

X 6 


* 


; cp,(x), }»,(*), y,0) 

^l(*)> 4-3 0*0 


*i(*)> X 2 0*0, Z 3 ( x ) 


eine Form 6 ter Ordnung und 6 ten Grades. Es soll mm bewiesen werden, dass re eine Covariante des Systems 
der drei cubischen Formen ist. Wir bilden zu diesem Zwecke die Determinante der G quadratischen Cova- 
rianten 


A...= 


(AA)% (x t nif, (x 3 H t y 
(AA) 2 , (X 2 II 2 )\ c x 3 H t y 

(AAA (xj-i 3 y, (x 3 n 3 y 


welche offenbar eine Covariante ist. Nach dem Multiplieationsgesetz der Determinanten ist aber 


(AA) 2 , (x 2 H l f, (x :t n l y 
(AA) 2 , (AA) 2 , (x 3 n t y 
(AAA (. xji 3 y , (x 3 n 3 y 


(« 1 «S — «?)> (« 0 «8 —«,«*)> (% a 2 — a ' t ) 
(\b,-by h ), (h.b.-b)) 
(Cj c ; . c a ), (e 0 c 3 c, c 2 ), (c 0 c 2 c i) 


?i (*)?*(*)?* 0*0 

'P l ( x )iz( x )'P 3 ( x ) ; 

Xi(*)Xi(*)Z»(*) 


daraus folgt, dass re eine Covariante des Systems ist. 

Bildet man die Invarianten A x für die folgenden Systeme von je zwei Formen 


A > j\ '? X t , j 2 ; X t j 3 
x t .f i ] A,A; XJ 3 
Aj , j\ j X 3 , / 2 ; X 3 f 3 , 



so erhält man neun Covarianten von der 6 ten Ordnung und 8 ten Grades, von denen wir eine ausgerechnet 
angeben wollen: 
























Uber ein Princip zur Erzeugung von Covariantcn. 
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X 

a 2 (30) 3 -6« 0 «, (30) 2 (20) -+- («J -t- 2 a 0 a 2 )(30) 2 ( 1 0) — i— (ßr| —2«, a 3 ) ( 1 0 ) 2 (30) — 
2 (» 0 flj + 5«, a 2 )(10) (30) (20) -8 «, a z (21 ) 3 + 4 («, a 3 + 2a*)(10) (20) 2 — 

6 a 2 a 3 ( 20 )( 10 ) 2 -+- 4 (« 0 « 2 -t- 2 «,) (30)(20) 2 +«| (10 ) 3 


X 

3a 2 (30) 2 (31) — 6 » 0 «, {(30) 3 + (30) 2 (21) + 2(30)(31)(20)} + 

(« 2 -+- 2 a 0 a t ({(3ü ) 2 (20) + 2(30)(31) (10)} -+- (ff* -+- 2 «, a 3 ) {(10) 2 (31) + 2 (10) (20) (30)} — 

2 (« 0 « 3 -1-5«, a 2 ){(30)(20) 2 + (31)(10)(20) -+- (30) 2 (10) H- (30)(10) (21)} — 

24 «, a 2 {(20) 2 (30) +(20) 2 (21)} + 4 (a, « 3 -t- 2 « 2 ) |( 20 ) 3 -+2(10)(20) (30) + 2 ( 10 )(2<t) (21)} — 

6« 2 « 3 {(10) 2 (30) +( 1 0) 2 ( 21 ) + 2(20) 2 ( 10 )} +4(« 0 « 2 +2a 2 ) {(20) 2 (31)+2(30) 2 (20) + 2(30)(20) (21)} + 

3 a 2 (10 ) 2 (20) 

/y^4 /viE y 

w j 1^2 /\ 

3a 0 2 {(30)(31) 2 +(30) 2 (32)} — 6 « 0 «, {(31) 2 (20)+2(30)(32)(20) + 3 (80) 2 (31) + 2(30)(31)(21)} + 

(a 2 H- 2 « 0 a 2 ) {2 (30) (32) (10) + 2 (30) (31)(20) + (30) 3 + (31) 3 (10)} + 

(af -1-2«, a 3 ) {(20) 2 (30) -+2(10) (30) 2 + 2(10) (20) (31) + (10 ) 2 (32)} 

-2(a 0 «3+5a,a 2 ) {(31)(20) 2 +2(3O) 2 (20)+(32)(10)(20)+2(31)(lO)(3O)+(31)(10)(21)+(30)(20)(21) 
— 24«, a 2 {(20)(80) 2 +- 2(20)(30) (21) + (20)(21 ) 2 + (20 2 (31)} 

+ 4(a, « 3 + 2 a 2 ) {(10) (30) 2 + 2 (10) (30) (21) + (10) (21 ) 2 + 2 ( 20) 2 (30) + 2 (20) 2 (21) + (30) (20 ) 2 
+ 2(10) (20) (31)} — 6 « 2 «., {(20) 3 +4 (20) (10) (30) + 2 (20) (10) (21) 

+(31) (10) 2 } +4 (« 0 « 2 + 2 a 2 ) {(SO ) 3 + 2 (30) 2 ( 21 ) + (30) ( 21) 2 + 

+ (31) (20) (21) + (32) (20 ) 2 + 4'(30) (20) (31)} + 3 a 2 {(10) (20 ) 2 + (10 ) 2 (30)} 


/ v*3 r 3 \x 

^i /\ 


-+ 6 (30) (31) (32)—6 « 0 «, 
-(21)(31) 2 +2(30)(31) 2 } + («'} + 


{2 (31) (82) (20) + 2 (30) 3 (82) +(30) (31) 2 + 2 (30) (32) (21) 
■ 2 *,) {2 (31) (32) (10) + (31) 2 (20) + 2 (30) (32) (20) 


+2(30) 2 (31)} + («* + 2«, a 3 ) { 2 (20) (30) 2 + 2(1 0) (20) (31) + (20) 2 (31) + 2(10) (20) (32)} 
- 2 (« 0 «3 + 5 o, « 2 ) {(32) (20 ) 2 + (30) 3 + (80) 2 (21) + (32) (10) (30) + (32) ( 10 ) (2 1 ) 


+ 2 (31) (30) ( 20 ) + (31) 2 (10) + (31)(20)(21)} 

- 8 «, « 2 {(30) 3 + 3 (30) 2 (21) + 3 (30)(2l) 2 + (21 ) 3 + 6(20) (31) (30) + 6 (20) (31)(21)} 

+4 («, a, + 2 « 2 ) {2(10) (31) (30) + 2(10) (31) (2 1 ) + 4(20)(30) (2 1 ) + ( 20 ) (21 ) 2 
+ 2 (20 ) 2 (31) + 2 (20 ) 2 (31) + 3 (20) (30) 2 } — 6 « 2 « 3 {3 (20 ) 2 (30) + ( 20) 2 (2 1 ) + 
2(10)(30) 2 +2(10) (30) (21) +2 (31) (10) (20)} +4(a 0 a 2 + 2 a 2 ) {2(30) 2 (31) + 2(30) (31) (21) 
+ (32) (20) (30)+(32) (20) (21) + (31)(30) 2 + 2(31)(30)(21)+(31)(2t) 2 + 2(31) 2 (20) 2 } 

«3 {( 20 ) 3 + 6(10)(20)(30)} 


/y»2 /y»4 V/ 


3 a 2 {(30) (32) 2 + (31 ) 2 (32) -6 « 0 «, {(32) 2 ( 20 )+4 (30) (31) (32) + 2 (31) (32) (21) 

+ (31) 3 } hh( a 2 -+- 2ff 0 «,) {(32) 2 (10) + 2 (31) (32) (20) + 2 (30) 2 (82) + (31) 2 (30)} + 

(ff* H- 2 a, a 3 ) {(30) 3 + (20 ) 2 (32) + 2 (20) (30) (31) + 2 (10) (30) (32)} 

— 2(a 0 a 3 + 5 a, « 2 ) {2 (32) (30) (20) + (32) (20) (2 1 ) + (31) (30) 2 + (31) (30) (2 1 ) + (32) (10)(31) 
(31)^20)+(30) 2 (31)} — 24«,a 2 {(20)(31) 2 + (31)(30) 2 + 2(31)(30)(21) + (31)(21) 2 } 

Denkschriften der malhem.-naturw. CI. XLVI.Lid. Abhandlungen von Nichlmitgliedern. yy 
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B. Igel. 

4 - 4(<*, o, -h 2a*) {(10)(31) 2 —J— (30) 3 2(30)*(2l) -+- (30) (21)* -*-4(20) (31)(30) -+- 2 (20) (31) (21)} 

— 6 a 2 « 3 {(20)* (31) -t- 3 (30)* (20) -+- 2 (30) (20) (21) ^ 2 (31) (10) (30)} 

H- 4 (a 0 a 2 4- 2 «*) {3 (31)* (30) -t- 2 (31)* (21) -+- (32) (30) * 4- 2 (32) (30) (21) h- (32) (21)* 

2 (32) (20) (31)} 4- 3 ö* {(10) (30)* -+- (20) 2 (30)} 

x x x\ X 

+ 3«*(31)(32)*-6a 0 «, {(31)*(32) + (32)*(30) -+-(32)*(21)} 

(«* -+- 2 a 0 ( h ) {(32)*(20) 4- 2 (30) (31) (32)} 4- (a* 2 -+- 2 a, a 3 ) {(30)* (31) -+- 2 (20)(30)(32)} 

— 2 (a 0 a ;J -+- 5 «, a 2 ) {(32) (30)* 4 - (32) (30)(21) 4- (32) (20) (31) 4- (31)*(30)} 

24a, a 2 {(31)*(30) -t- (31)*(21)} 4- 4(a, a 3 4- 2a*) {(20)(31)*-j- 2(30)*(31)-*- 2(30)(31)((21)} 

— 6a 2 a., {(80)*-+-(30)*(21) -*-(31)(30)(20)} -+-4(a 0 a 2 -*-2a*) {(31) 3 -*-2(32)(31)(30)4- 
2(32)(31) (21)} -+-3a*(30)*(20) 

a* (32) 3 — 6 a # a, (32)*(31) H- («* -*- 2 a 0 a 2 ) (32)* (30) 4- (a* -+- 2a, a 3 ) (30)* (32) 

— 2(a 0 a 3 4- 5 «, a 2 ) (32) (30) (31) — 8 a, a 2 (31 ) 3 -*-4(a, a 3 -*-2 a*) (31 )*(30) 

— 6 a 2 a 3 (30)* (31) 4- 4 (a 0 a 2 4 - 2 a,) (31 )* (32) -i- a\ (30) 3 . 

Es ist evident, dass alle Covariauten dieser Art, mit Ausnahme derjenigen, welche aus den Paaren von 
Formen, die in der Diogoualc des Schemas 1 sieh befinden, gebildet sind, sieb anf niedere Covariauten 
zuriickzichcn lassen, da bekanntlich für zwei cubisclic Formen keine solche Covarianten existiren. Indess ist 
mir die wirkliche Zerlegung dieser Covariauten bis jetzt nicht gelungen. 


§• 7- 

Wenn/,, f v / 3 drei cubisclic Formen in homogener Form sind, also 

/, = a 0 x, -i- 3a, x\x t 4- 3 a 2 x, * -i-a 3 x 3 

ft = Krf -+- 3 K x \ x i -+- 3 h x i l + h 

f 3 = c 0 x 3 4- 3 c, x*x 2 -t- 3 c 2 x, *4- c 3 x\ 


und man die drei Jacobi’schcn Covarianten bildet: 


■ J U\ ./■>) = 


■BA.Q 


a 0 x\ -i- 2 a, x, x 2 - i- a 2 x*, a, x, 4-2 a*x, x 2 -+- a 3 x* 
6 # 4- 2 ft, x, x 2 4- /> 2 x*, />, x* 4-2 A,x,x 2 4- b 3 x\ 

I a«x* 4-2a, x, x 2 4- a 2 x*, a, x* 4 - 2a 2 x, x 2 4-a 3 x| 
| c 0 x* 4- 2 c, x, x 2 4- c 2 x*, c, x* 4 - 2 c 2 x, x 2 4- c 3 x* 

&0 X, 4- 2 6, x, x 2 -4- /> 2 x|, 6, X* 4-2 6 2 X, x 2 4- 6 3 x* 
c 0 x*-4-2 C, X, x 2 4-c 2 x|, C,X*4-2 c 2 x x 2 4-c 3 x* 


und von diesen wiederum die Jacobi’schcn Covarianten 



Wi /.) ÖJ (/i/ 2 ) 


*AAA) W(fiA) 

! 



CO 

i 

| 

CO 

1 




CO 

CO 


M(/,/ 3 ) w,/ ä ) 

1 tt — 



W./i) W.AX 


9# 2 


dx t %x z 


9# t 9# 2 J 




















Über ein Prindp zur Erzeugung von Covarianten. 

so ist naclt einem bekannten Satze 

P 3 = ^’fz > 

wo M eine Combinante der drei eubisehen Formen ist und folgende Gestalt bat 
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M 


a 0 X j 4~ 0 >y X 2 , dy Xy 4~ Cl 2 7 ^2 X 1 — ^ ” ^3 *^2 

K Xy ^1 ,r 2 7 ^1 ^2 X % 7 ^2 ^3 * T 2 


C 0 "+" C \ X 2 7 °1 X 1 ‘ 


‘ r 2 ^2 ? C 2 X 1 


Wendet man auf diese Form die bei der Canoniziante der Form 5ter Ordnung angewcndetc Mctliode an, 
so erhält man für M die interessante Form 


M : 


2 7 


ry* ev* 

2 7 ' Aj % ^ 1 ? 


Die Identität dieser Form mit der vorigen ergibt sieh sehr leicht durch das Multiplicationsgcsetz der Deter¬ 
minanten. Man hat nämlich 




? x 2 x \ 7 

-x’l I 

1 

0 0 0 1 

1 x\ 


0 



0 

0 

"ü 

K 

Cf l 

^2 

«3 

Xy 

,r. l 0 0 

o, 

d 0 Xy 

-t- a, x % , 

«1 

X, 

H- Cl 2 X 2 , 

a 2 Xy 4- a 3 x 2 



/ X 
h 

0 

x,x 2 (» 

' 0, 


4~ by X^ y 

h 

X, 

•4“ b 2 X 2 , 

b 2 Xy 4 -b s x 2 

c o 

C l 

c % 

C 3 

0 () Xy X 2 

0, 

C 0 Xy 

4“ Cy , 

c i 

x t 

4~ Cg X 2 , 

6*2 x y 4- C 3 X % 


und, wenn man beiderseits durch *jj dividirt, die fragliche Identität. 

ln Folge eines bekannten Satzes, nach welchen die Jacobi’schen Covarianten, wenn j\, f % und /, für 
einen und denselben Werth verschwinden, diesen Werth zur Doppelwurzel haben, muss auch M für diesen 
Werth verschwinden. Es muss daher in diesem Falle die Determinante 


R 


A 0 A t A 2 A 3 
a 0 3 «j 3 n. i a 3 
b 0 3b t 3b z b 3 
c 0 3 c, 3 c 2 c 3 


wo A {) > Ay, A 2 , A.y die Coelheienten der Form M sind, identisch verschwinden. Ich will nun nachweiscn, 
dass diese Determinante immer verschwindet, d. h. dass zwischen der Form M lind den Formen J x , / 2 , f 3 die 
Identität besteht: 

/ () M ~Ü~üyjy 4 ~ \j % 4 ~ A 3 = Ö, 

WO 



cly a 2 a 3 1 

Ay A 2 A 3 


4 4 4 


^2 ^3 

*o= 9 

^1 ^2 ^3 7 \ — 

Oby?>b 2 b 3 

7 ^2 

3 3 a 2 a 3 

? ^3 

3 ffj 3 a 2 a 3 


Cy C 2 C 3 

b Cy 3 6*2 63 


O 6 | 3 6 2 ^3 


3 by 3 b 2 b 3 


w ; 


Fs ist nämlich, wie eine kleine Ivcchnung zeigt, 
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~~\fi \fz 

=■-• {3 A ,[ (b 2 c 3 —b 3 r: 2 )«, — (a 2 c 3 - ff 3 c 2 )J 0 -f-(« 2 b 3 -ff 3 i 2 )c 0 ]-3 A z [(/;, c 3 -b 3 c,)ff 0 - (ff, e 3 —« 3 c,)i 0 -t-(ff, & 3 - ff 3 6,> 0 ] 
-+- 9 J 3 [ (6,6*2 —/V,) «o—(«i c 2 —«2 c i) h ■+■ («i b z — '«2 b i ) c o 1} x t 

+-} 9 -61, \(b 2 c 3 b 3 6 * 2 ) «, - (rt 2 c 3 —a 3 c 2 ) />, -+- (ff 2 6 3 —ff 3 i 2 )c,J9-J 2 [(/>, c 3 —i 3 c,)«, —(ff,c 3 —ff 3 c, )b t -t-(ff,& 3 —« 36 ,XI 
-4-27 xl 3 (/, c 2 —^c,)ff,—(ff, c 2 — « 2 c,)/>, - 1 - (ff, & 2 —ff 2 i,)c,]| x,x 2 

-4- {9x1, [(Z > 2 (* 3 - & 3 C 2 )ff 2 - (ff 2 C 3 ff 3 6 ' 2 ) /?2 ■+■ ( w 2 ^3 *3 /) C 2 1 A Z l/'l ''3 ^3 C l) W 2 \®1 C 3 a 3 C l) b Z 7l ®3 ^1 ) C 2 ! 

27 A t [(5, c 2 -/> 2 c,)ff 2 —(ff, c 2 -« 2 c ,)& 2 -4- («, 5 2 -« 2 b t ) c 2 ]| x, xl -+■ 

{3xl,[(/> 2 6 ;i 6 3 c 2 )ff 3 (ff 2 c 3 ff 3 6 * 2 )Z > 3 -4-(ff 2 b 3 -~ ff 3 X) c ;t! A z IX c 3 i 3 c,)ff 3 - (ff, c 3 ff 3 '*,)/>.,+(ff, b 3 a 3 b l )c 3 1 


{9x1 3 |(/>, 6 2 b % 6,) ff 3 (ff, 6* 2 ff 2 c,)J 3 - 4 - (ff, b 2 —a 2 6,)^]}^ 

= 9 xd 3 A () x\ - 4 - 9 A , A 3 x] x 2 - 4 - 9 A 2 A 3 x, x 2 - 4 - 9 A 3 A s r] 


■ A 3 M. 


§• 8. 


Es ist bekannt, dass, wenn/,- 4 -X, f 2 einen vollständigen Cubus eines linearen Ausdrucks darstellt, 
dieser in der Jacobi’sclien Covariante quadratisch vorkommt. Die Bedingung dafür ist bekanntlich das Ver¬ 
schwinden der Invariante 


Wenn nun auch 



a o a i b o 


h \«1 


a 0 a x b x 


b u by ff n 


a x a % h x 


b l b Z rt 2 

— 

*1 a zh 


/>, b 2 ff, 


( h a 3 b 2 


b 2 b 3 a 3 


a 2 a ? b 3 


^2 ^3 W 2 



fl \ fs 


aueh die Invariante verschwinden; 



^0 a \ c n 


Vi “1 


(l Q a Z C 2 


C 0 6, ff () 

11 

ZQ 

a \ a z ( \ 


c, c 2 o, 2 

— 

a x a % Cg 


6 *, « , 


a i a :i c z 


c 2 c 3 


a z ( h 


(; 2 ß 3 «2 


Stellen 

denselben Cubus dar, so stellt aueh 
denselben Cubus dar, denn ist 


ft ■+■ hfi 

/l-+- ;i l/2 = xl(X— 

/l-+- } '2/s= £(*—■«Y, 


so folget dureli Subtraetion 

Um die Bedingung* zu finden, unter welcher 


= A- >-A = (A g— (*-«) 3 - 




f 2 ^ a 2 J 3 
fz 7 * 1/3 


den Cubus desselben linearen Ausdruckes darstellen, setzen wir wiederum 


fi+\fz= A (. x — a f 

h "+~ X/3 — a Y- 
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Mnltiplieirt man die erste dieser Gleichungen mit B und die zweite mit A und subtrahirt, so folgt 

= {B-A)f x +B\f t -A\f z = 0. 

Setzt man 

B-A = A, B\=B, —A\ = V 

so folgt, dass in diesem Falle eine lineare Relation zwiselien den drei Formen bestehen muss, 

2f x +Bf t + Tf z = 0. 

Aus dieser Relation folgen folgende Gleiehungen: 

CIq A ~h b^ B —h* Cq 1 1 = 0 
ü> x A H— b x B h— c x 1 == 0 
0 


a % A 


-b z B^-c z Y: 


# 3 A -+- b% B -h r = 0 7 

d. li., in diesem Falle müssen alle Determinanten des Reehteekes 

a 0 ci x a % a 3 

b 0 b t b 2 6 3 

C 0 C i C 2 C 3 

verschwinden. 

Beachtet man, dass diese Determinanten die Coeffieienten der Combinante M sind, so folgt, dass die 
erhaltene Bedingung gleichbedeutend damit ist, dass in diesem Falle die Covariante M identisch verschwindet. 
Dies ist ein specieller Fall eines allgemeinen von Herrn Paseh bewiesenen Theorems. Setzt man nämlich: 


3 X -7i 

3 X l7, .. 

. 8X Z7. 



dx\~~ j 


8X ~*/» .. 

3 x -7* 

3*£-‘ ’ 

dx x 

34-* 

3 x -7). 

8 x -7x 

. 3 x -7x 

3a$-' ’ 

3«! 3^- 2 

dx^ | 


= D (f i .UA-- ■/>), 


so lautet dasselbe: 

„Das identisehe Verschwinden der Determinante D(f x f 2 ... f K ) von X binären Formen wten Grades ist 
die notlnvendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die sämnitlichen Determinanten aus dem Systeme 

t 

'aM-ai').. . aW 

0 1 m 

aW oP). . . a« 

0 1 m 

flW of). . . <*W 

0 1 m 

verseliwinden; mit anderen Worten, die Bedingung für die Existenz einer linearen homogenen Relation mit 
eonstanten Coeffieienten zwiselien den Formen f i9 / 3 . . 

Wir wissen, dass, wenn S x und S 2 identiseh verschwinden, nothwendig au eh die Covariante M identiseli 
verseil winden muss, damit die drei Formen 

fl ^~\fi 

f 1 

fi ^ 3/3 
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denselben Cubus darsteilen. Es genügen aber umgekehrt die Bedingungen 

M=0 S x = 0, 

um zu wissen, dass jene Binome denselben Cubus darstellen, Bestehen nämlich die Gleichungen 

~ A(x— a) 3 , 

so erhält man aus denselben durch Subtraetion 


oder 




r 

B r -\ 


fz ’' 


B'—\ 




es ist somit auch das zweite Binom und nach dem obigen auch das dritte derselbe Cubus. 

§. 9. 

Bildet man die Determinante der Covariante M auf zweierlei Weise, einmal aus der ursprünglichen 
Gestalt derselben und einmal, indem man M als Aggregat der drei Formen darstellt, so erhält man eine inter¬ 
essante Identität. Bedeuten 

II, II i7 E 2 

die Hesse 'sehen Determinanten der drei eubisehen Formen und setzt man 

A-AAY^AAY 

St-iftftY+Vtft)', 


wo (y^) 2 die zweite Überschiebung bedeutet, so ist 


( 

a 4 a x a z 


a Q 6^2 


6/ 0 7/j 

«s 

2 s 

«0 

«1 

a z 


« a o (i x ct z 


WG 

2 \ 


K ^1 ^2 


h ^2 ^3 

~ 

4)4 

4, 

X 

4 

4 

4 


b x b z 

— 

K ^2 ^3 


( 

c Q c x c z 


C 0 C 2 C 3 


c 0 

C 3 

) 

c o 

c i 

C 3 


C 0 °1 C 2 


c 0 c 2 6 *;t 

) 


( 

«0^1 a 2 



ö^2 


^0 ^1 ^3 


a 0 a 2 

) 


^0 ^1 ^2 


4 

^2 ^3 

— 

4 44 


^0 ^2 ^3 

> 

( 

C 0 C 1 C 2 


c i 

C 2 C 3 


C 0 Cj C 3 


c 0 c 2 63 

) 


K ^ Cj y K^4A*( 7777 ) 2 -A 

~A, 4 A* Ai «* A Ai a t b 3 ) (//0)* + (.4, Vs) 2 A, a z c,)\]Illtf+ (A X A t A* A, a 2 b,)\JJU t f 
~Ai 4A® Ai a z c 3 ) (7/0)* -+- (A, b t c 3 Y(A « 2 A 2 ( 0 0 i) 2 -Ai 4A 2 A. «2 AAi «2 A ( 0 0 .) 2 
—(A 4 c s) (A «2 A 3 ( 07 4) 2 -*-Ai 4 A (Ai a % c s Y (A a % 4i)( 00 2) 2 — (A 4 A (A « 2 A (A a % 4) ( 07 4 Y 
+Ai 4 A® Ai«2 4 «)( 0 i 77 ) 2 ~A 1 4A 2 A, « 2 '- 3 ) Ai AAA 0 ,) 2 ^Ai 4A*Ai «*4 ) 2 ( 0 i 0 i) 2 
-*-AA AAi ff 2 A 2 A i a 2 4t)( 0 i 7 4) 2 — Ai 4AAi a 2AAi rt 2 4) 2 ( 0 i 0 2) 2_h Ai 4 A Ai a 2 4) 3 ( 0 i 7 4) 2 
A 2 A,«2 A 2 ( 777 4) 2 -Ai4A A, AAX 77 . 0 ) 2 +(A4 A A. sAXA^X 77 . 0 .) 2 
-+- A, «2 A 4 ( 7 4 7 4) 2 —A , «2 A® A 1 «2 4) ( 7 4 0 2) 2 -+- Ai «2 A 2 (A «2 WA 7 4) 2 

- A, 4A 2 A. «2 A Ai «2 4) ( 0 2 77 ) 2 +(A 4 A Ai «2 A 2 (A «2 4*) (A 0 ) 2 - A. 4 A A. «2 A 

(AAA 2 ( 0 2 0 ,) 2 

—(J, « 2 A® Ai «2 4) ( 0 2 7 4) z_t_ Ai ö 2 A 2 Ai «2 4) 2 ( 0 2 0 2) 2 —Ai n % A (A (, % 4) 3 ( 0 2 7 4) 2 
+(A \ a*(A a 2 4) 2 ( 777 4) 2 -(A 4A(A «2 A Ai «2 4) 2 ( 7 4 0 ) 2 +(A4' A Ai a 4)*( 7 4 A) 2 
-+- Ai «2 A 2 Ai «2 A z ( 7 4 U YY—(A «2 A Ai «2 4) 3 ( 7 4 c “4) 2 -+- Ai «2 A 4 04 7 4) 2 S • 
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§• io. 

Ziuu Seh'usse wollen wir einige der oben entwickelten Covarianten geometrisch interpretiren. Die 
Gleichungen 

{X k Htf = 0 (X k Htf = 0 (X k Hp = 0 

stellen offenbar die Bedingungen dar, unter denen die Nullpunkte von X k ein Punktpaar darstellen, welehes 
resp. zu dem Paare 

HM- 0 ; HM-°> fI M — ° 

harmonisch ist. Für jede Wurzel von =0 gibt also X k = 0 7 wenn inan in ihr diese Wurzel einsetzt, 

ein zum Punktpaare //*= 0 harmonisehes Paar. 

Die Bedingung*, dass die Verseilwindung-selemente der Covarianten 

{x k n v )\ (. x k H 3 y 

in Involution stehen, ist offenbar das Versehwinden ihrer Determinante, Diese ist naeh dem obigen ein Pro¬ 
duct der Determinante der Hesse’sehen Covarianten mit der Resultante der betreffenden zwei Fnndamental- 
formen. Da nun im Falle des Verseilwindens der Resultante sowohl X k als aueli //* kein Punktpaar darstellt, 
weil sie identisch versehwinden, so reducirt sieh die genannte Bedingung darauf, dass die Determinante der 
Hesse’sehen Covarianten verschwinden muss. Wir erhalten also das Resultat: 

Wenn die Versehwindungselemente der Covariauten 

(x k H % )\ (. X k if 3 y 

in Involution stehen, so stehen auch die Nullpunkte von 

H\ ? H z , H 3 


in Involution und umgekehrt; mit anderen Worten, wenn zwisehen den Hesse’sehen Covarianten eine Rela¬ 
tion besteht 

aH^ßH i -hyH t = 0 

* 

so bestehen aueh die Relationen 

«. ( x i If tf+ßi ( x i #,)*-*-7, (xjitf =o 

«2 (X 2 fl,)* -+- ß t (X 2 Iftf -+- y 2 (X 2 Htf = 0 
« 3 (X 3 Iftf -+- ß 3 (Xj Etf -t- 7s (X 3 IQ 2 = 0. 


Die Gleichung 


TT 


Vi(») ?*(*) ?s( x ) 

Pi (*) P 2 (*) P 3 (*) 

Xi (*) X*(*) Xa(*) 


= 0 


drüekt die Bedingung aus, unter der die Nullpunkte von 


X,, x 2 , 3 X 


in Involution stehen. jt = 0 gibt also seehs Wertlie von x an, deren jeder in den Formen X k eingesetzt die 
Nullpunkte dieser zu drei Punktpaaren in Involution maehen. 
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Bilden wir nun die drei Covarianten mit zwei Roilien von veränderlielien 

(w) = üYy \+(-Xi nj'Vi y , + (-x; ir 8 ) Y, 

*a(*y) = + fl Ä )*y 1 y Ä + (X 8 7/ 8 )Y t , 

öo ist die Determinante derselben 

D (11,11, H,) n. 

<l> t =0 d> 2 = 0 d> 3 =0 stellen also drei Punktpaarc in Involution für jede Wurzel von x = 0 dar ; wenn 
1){II, 11 % II,) nicht Null ist, und für jeden beliebigen Werth von ,r, wenn D(H { H 2 1I,) Null ist. Wir erhalten 
also das Resultat: 

Wenn D(1I X H z II,) verschwindet, d. h. wenn die Nullpunkte 

II X — 0 , 0 , II, = 0 

in Involution sind, so besteht die Relation 

A<[\ {xy) -h B <I> 2 {xy) -t- F<[> 3 {xy) = 0, 
wo A, B und V Funetion von x sind. 






